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Анотація У роботі викладена математична модель 
медичного обслуговування військовослужбовців, які самостійно 
за медичною допомогою не звертаються, з використанням 
напівмарковського випадкового процесу. Встановлена 
залежність коефіцієнту працездатності від періодичності 
проведення диспансерних оглядів при різних інтенсивностях 
захворювань, якості діагностування захворювань, тривалості 
відновлення стану здоров’я та проведення профілактичних 
заходів. Показано існування оптимального періоду проведення 
диспансерних оглядів, при якому досягається максимальне 
значення коефіцієнту працездатності. 

Ключові слова: медичне обслуговування, коефіцієнт 
працездатності, напівмарковський випадковий процес. 
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1. Постановка проблеми  
 
Система медичного обслуговування військовослужбовців багатьма 

дослідниками відноситься до складних і комплексних. Відомо, що дослідження 
складних систем найбільш успішно проводиться методами системотехніки. 
Однак такі методи ще не найшли широкого застосування при вирішенні питань 
організації диспансеризації. Але саме системний підхід, за думкою багатьох 
дослідників, є методологічною основою для вирішення проблеми управління 
як охорони здоров’я взагалі, так і диспансеризації зокрема. 

 
2. Аналіз останніх досліджень та публікацій 
 
Аналіз наявних у цій галузі робіт показав, що найбільш перспективним  для 

цього є застосування методів математичного моделювання. Для успішного 
використання системного підходу під час вирішення задач диспансеризації 
необхідно мати критерій, котрий би відображав кінцеву мету диспансерної 
роботи – збереження працездатності і здоров’я військовослужбовців. 
Зрозуміло, що на кінцеву оцінку результатів диспансеризації впливає велика 
кількість випадкових чинників, тому такий критерій повинен бути узагальненим, 
комплексним, статистичним за своєю суттю, а саме таким, що показує рівень 
стану здоров’я військовослужбовців, а значить і ефективність диспансеризації, 
якість медичного обслуговування, рівень його організації, ступінь санітарної 
культури тощо. Зараз вже є приклади створення таких інтегральних показників, 
котрі застосовуються в сфері охорони здоров’я для вирішення різних задач. 
Зазвичай, такі критерії створюються із застосуванням теорії ймовірностей та 
математичної статистики. Такі критерії необхідні як інструмент для збільшення 
ефективності управління охороною здоров’я. Роботи над створенням таких 
критеріїв ведуться у багатьох країнах світу . На сучасному етапі для оцінки 
ефективності диспансерної роботи такі узагальнені показники та критерії 
відсутні. 

 
3. Постановка завдання 
 
Військовослужбовці відносяться до тієї категорії населення, яке проходить 

регулярні медичні обстеження з метою визначення стану їх здоров’я, 
своєчасного виявлення можливого захворювання для його подальшого 
лікування. У порівнянні з рештою населення держави військовослужбовці 
мають досить високий рівень здоров’я. Ця обставина є визначальною для 
побудови математичної моделі їх медичного обслуговування. 

Мета статті. розробка математичної моделі медичного обслуговування 
військовослужбовців із застосуванням напівмарковського випадкового процесу. 

Об’єктом дослідження є ефективність системи медичного обслуговування 
військовослужбовців. 
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4. Виклад основного матеріалу 
 
Актуальною вважається задача побудови відносно простих математичних 

моделей, які дозволяють встановити кількісну залежність обраного критерію 
ефективності системи медичного обслуговування військовослужбовців від рівня 
їх захворювань і параметрів системи медичного обслуговування. За критерій 
ефективності системи медичного обслуговування військовослужбовців 
оберемо ймовірність перебування їх у здоровому стані. Такий критерій 
запропонований у роботі [1, 4]. Він отримав назву коефіцієнту працездатності і 
має вигляд  

 

во

о
пр

ТТ

Т
К


  ,                                                           (1) 

 
де То – середній час перебування військовослужбовця у здоровому стані; 

Тв – середній час відновлення працездатності військовослужбовця. 
 
Якщо протягом певного часу військовослужбовець не хворів і не звертався за 

медичною допомогою, то Тв= 0 і Кпр=1. Зрозуміло, що реальний рівень Кпр 
знаходиться у межах від 0 до 1. 

Для побудови математичної моделі медичного обслуговування 
військовослужбовців потрібно враховувати наступні чинники: рівень 
захворюваності, періодичність проведення диспансерних оглядів, якість 
діагностування захворювання, тривалість проведення диспансерного огляду, 
тривалість відновлення працездатності. 

Під час побудови математичної моделі бажано так обирати модель, щоб 
вона відображала основні особливості системи медичного обслуговування і 
була досить простою. Якщо модель налічує 4-5 станів, то вона вважається 
середньої складності і дозволяє отримати кінцеві результати, що мають 
практичну цінність. На рис. 1 показана математична модель медичного 
обслуговування військовослужбовців. Особливістю такої моделі є припущення, 
що військовослужбовці самостійно за медичною допомогою не звертаються. 
Таке припущення значно спрощує побудову математичної моделі і дозволяє 
встановити оптимальну за критерієм коефіцієнту працездатності періодичність 
проведення диспансерних оглядів, при якій буде досягнута максимальна 
працездатність військовослужбовців. 

На рис.1 використані такі позначення: 
1h військовослужбовець знаходиться у здоровому стані; 

2h через невипадковий час Т після останнього диспансерного огляду 

військовослужбовець проходить диспансерний огляд, він знаходиться у 
здоровому стані; 
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3h  через невипадковий час Т після останнього диспансерного огляду 

військовослужбовець проходить диспансерний огляд, він знаходиться у стані 
хвороби; 

4h після встановлення захворювання військовослужбовець відновлює стан 

свого здоров’я; 
5h під час диспансерного огляду військовослужбовець помилково 

визнаний здоровим. 
 

h1

h4
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h3 h5

tк+tп

tк tк+tп

Т

Т

Тtв

r 

 

Рис. 1. Графічне зображення системи медичного обслуговування 
військовослужбовців, які самостійно за медичною допомогою не звертаються. 

 
На рис.1 використані наступні позначення: Т – період проведення 

диспансерних оглядів; tk – тривалість проведення диспансерного огляду; tn  – 
тривалість проведення профілактичних заходів; tв – тривалість повного 
відновлення рівня працездатності 

Медичне обслуговування військовослужбовців можна представити 
випадковим процесом, що відбувається у моделі (рис. 1). Зручним є 
припущення, що у початковий момент часу ot  військовослужбовець 

знаходиться у стані 1h . Далі починається реалізація випадкової траєкторії його 

поведінки. Причому під випадковістю будемо розуміти момент захворювання. 
Перехід із стану ih до стану jh  відбувається у відповідності із значенням 

матриці переходів P(T).  
 

00100

00001
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00001

0010

нгнг dd

)T(F)T(F

)Т(Р 



                                             (2) 

 
У матриці (2) через F(T) позначена функція розподілу часу захворювання, а 

через нгd  – ймовірність правильного визначення захворювання 

військовослужбовця. З рис. 1 видно, що всі стани моделі мають між собою 
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сполучення. Відсутність нетранзитивних станів є необхідною умовою 
ергодичності моделі медичного обслуговування. При цьому достатньою 
умовою ергодичності є скінченність часу перебування у кожному із станів 
моделі, що забезпечується відповідними чисельними значеннями параметрів 
законів розподілу перебування у станах моделі та перевіряється під час 
розрахунків. За модель захворювання військовослужбовця будемо 
використовувати експоненціальний закон розподілу, який досить добре описує 
процес його захворювання, коли старінням організму можна ще знехтувати. 

Функція розподілу часу між захворюваннями військовослужбовця має 

вигляд   t
etF


 01

 , де o інтенсивність захворювання, яка може визначена 

з рівняння  
 
 tF

tf
t




1
 . 

В останньому рівнянні f(t) – щільність розподілу часу між захворюваннями 

військовослужбовця, яка має вигляд   t
o

oetf



  

Для експоненціального закону розподілу інтенсивність захворювань буде 
мати вигляд  
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Тобто, інтенсивність захворювань для експоненціального закону є постійною 

величиною, яка не залежить від віку людини. Для військовослужбовців таке 
припущення можна вважати прийнятним. Якщо нас цікавить інтенсивність 
захворювань людей будь-якого віку, то для моделювання медичного 
обслуговування потрібно використовувати більш складні моделі захворювань. 
При наявності інтенсивності захворювань λ0 можна визначити інтервал між 
сусідніми захворюваннями за формулою Т = 1/ λ0. Наприклад, якщо 
інтенсивність захворювань λ0 = 0,08 [1/м ], то Т=1/0,08=12 міс. Ця формула є 
справедливою для експоненціального закону розподілу. 

Для стаціонарного випадкового процесу коефіцієнт працездатності 
військовослужбовця можна представити у вигляді [ 2 ] 
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де ωi(T) – середній час перебування військовослужбовця у здоровому стані;  
     ξi(T) – середній час перебування військовослужбовця у будь-яких станах моделі;  
      πi(T) – частота попадання вкладеного марковського ланцюга до стану hi, де 

51,і  . 
Частота πi(T) визначається з рівняння Феллера [3]: 
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У рівнянні (3) через )T(  позначено вектор, що для представленої моделі 

містить п’ять компонент, тобто:    )T( ),T( ),T( ),T( ),T(T 54321   . 

Після підстановки (1) в (4) отримаємо систему рівнянь: 
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Рішенням системи (5) буде:  
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де   1
22


 )T(F)T(FddC нгнг . 

 
Можна показати, що для експоненціального закону розподілу часу 

захворювання вектор частот потрапляння марковського ланцюга до стану hi , 

буде мати вигляд 310944,4;028,0;033,0,4534,0;481,0  . Тобто сума складових 

такого вектора практично дорівнює одиниці, що свідчить про правильність 
рішення рівняння (6). 

Середній час перебування військовослужбовця у різних станах моделі із 
фізичних міркувань дорівнює: 

 

         dttFTFTtdFtT
TT

 
00

1 11 .                                  (7) 

 
Решта  Ti  для 5432 ,,,i   дорівнюють нулю, тому що в цих станах 

військовослужбовець знаходиться у хворому стані. Середній час перебування 
військовослужбовця у різних станах із фізичних міркувань дорівнює: 

 
  ,TT 1  пk tt)T( 2 ;     пkнгкнг ttdtd)T(  13 ; вt)T( 4 ;  T)T( 5 .        (8) 
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Після підстановки величин )T(1  з (7), )T(i  з (6) та )T(i  з (8) у (3), 

отримаємо формулу для коефіцієнта технічного використання: 
 

  

               TTFdtTFdttdtTFttdTFTd

dttFd

K
нгвнгкпнгппkнгнг

T

нг

тв







11

1
0        (9) 

 

Після підстановки у формулу (9) виразу для   toetF





1  отримаємо 

коефіцієнт працездатності військовослужбовця: 
 

          TedtedttdtettdeTd

e
d

K
T

нгв
T

нгкпнгп
T

пкнг
T

нг

o

t

нг

пр
oooo

o

















111

1

     (10) 

 
За формулою (10) здійснені розрахунки залежності коефіцієнту 

працездатності від параметрів системи медичного обслуговування  
 

 
 
Рис. 2. Залежність коефіцієнту працездатності пацієнтів від періодичності 

проведення диспансерних оглядів військовослужбовців. 
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Рис. 3. Визначення оптимальної (за критерієм коефіцієнту працездатності) 

періодичності проведення диспансерних оглядів військовослужбовців. 

 
 
Рис. 4. Визначення оптимальної періодичності проведення диспансерних 

оглядів військовослужбовців. 
 

 
Рис. 5. Залежність коефіцієнту працездатності військовослужбовців від 

тривалості лікування після захворювання. 
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Рис. 6. Залежність коефіцієнту працездатності військовослужбовців від 

достовірності діагностування захворювання. 

 
 
Рис. 7. Залежність коефіцієнту працездатності військовослужбовців від 

тривалості виконання профілактичних заходів  
 
На рис. 1…5 показані залежності коефіцієнту працездатності від параметрів 

моделі медичного обслуговування військовослужбовців. Наведемо вихідні 
дані, при яких побудовані такі залежності: 01,0o 1/міс; T=6 міс.; 

31055,5  рп tt міс; 33,0вt міс; 85,0нгd . Для кожного рисунку такі вихідні 

дані можуть змінюватися. Для наочності сприйняття графіків на них додатково 
вказані інтенсивності захворювань для кожної кривої. 

Визначення оптимальної за критерієм максимуму коефіцієнту 
працездатності періодичності проведення диспансерних оглядів здійснюється 

шляхом прирівнювання похідної 
 

0
dT

TdK пр
 і знаходження такої періодичності 

Т, при якій коефіцієнт працездатності досягне максимального значення. 
Похідна від виразу (10) буде мати вигляд: 
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  (11) 

 
На рис. 2 і 3 показана залежність похідної (11) від періодичності проведення 

диспансерних оглядів. В точці, коли похідна перетинає свій нульовий рівень, 
коефіцієнт працездатності досягає свого максимального рівня. При цьому для 
кожного рівня інтенсивності захворювань існує своя оптимальна періодичність 
проведення диспансерних оглядів (рис. 2). На рис. 4. така залежність показана 
для одного рівня захворювань. 

З рис. 2 видно, що для інтенсивності захворювань 01,0o  1/міс (це дуже 

високий рівень здоров’я) може бути досягнутий рівень працездатності 
прK 0,98, якщо проводити диспансерні огляди через 1,3 міс. Якщо 

організаторів медичного обслуговування задовольняє рівень працездатності 
прK 0,95, то диспансерні огляди можна проводити через 7 місяців. Якщо 

військовослужбовець хворіє приблизно один раз на рік ( 08,0o  1/міс.), то для 

досягнення рівня працездатності 8,0прK  диспансерні огляди необхідно 

проводити через 4 місяця, а для досягнення рівні працездатності 7,0прK  

диспансерні огляди необхідно проводити через 7 місяців. 
На рис. 5 показана залежність коефіцієнту працездатності від тривалості 

лікування після захворювання при різних значеннях інтенсивності захворювань. 
З наведених графіків видно, що збільшення тривалості лікування від 0 до 
одного місяця призводить до зменшення рівня працездатності. При цьому, що 
менше рівень інтенсивності захворювань, тим менша така залежність. Для 

08,0o  1/міс. за місяць лікування рівень працездатності зменшується майже 

на 4,5 %.  
На рис. 6 показана залежність коефіцієнту працездатності 

військовослужбовця від достовірності діагностування захворювання при різних 
значеннях інтенсивності захворювань. З наведених графіків видно, що 
достовірність постановки діагнозу суттєво впливає на рівень працездатності. 
При вихідних даних моделі, що вказані вище, при всіх рівнях інтенсивності 
захворювань збільшення достовірності постановки діагнозу призводить до 
зростання рівня працездатності. 

На рис. 7 показана залежність коефіцієнту працездатності військово-
службовця від тривалості профілактичних заходів. Такий графік носить чисто 
науковий характер. З наведених графіків видно, що тривале виконання 
профілактичних заходів призводить до суттєвого зниження рівня 
працездатності, тому що військовослужбовець не використовується за 
призначенням. Зрозуміло, що тривале проведення профілактичних заходів 
недоцільне, але наведені графіки показують, що модель правильно реагує на 
таку залежність. 
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5. Висновки. 
1. Для опису процесів, що відбуваються в системі медичного 

обслуговування, використовується напівмарковський процес у його класичному 
розумінні. 

2. У статті запропонована математична модель медичного обслуговування 
військовослужбовців створена при умові, що у разі захворювання 
військовослужбовці за медичною допомогою не звертаються. Таке припущення 
є досить сильним. Але при високому рівні здоров’я воно є цілком прийнятним. 
Можна показати, що математична модель, яка враховує звертання 
військовослужбовця за медичною допомогою у разі захворювання, дає 
приблизно такі самі результати як і наявна модель, при умові низьких значень 
інтенсивності захворювань. Тобто якщо людина здорова, то вона за медичною 
допомогою не звертається. Перевагою наявної моделі є її відносна простота. 
Альтернативна модель, яка враховує звертання військовослужбовця у разі 
захворювання, дає можливість врахувати вплив рівня звернення за медичною 
допомогою на рівень працездатності. 

3.  Отримані у роботі наукові результати можуть бути використані для 

розрахунку рівня коефіцієнту працездатності військовослужбовця тв
К  у 

залежності від параметрів системи медичного обслуговування. 
4.  У подальшому планується використати запропоновану модель медичного 

обслуговування військовослужбовців для встановлення її техніко- економічної 
ефективності. 
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Abstract: В работе изложена математическая модель медицинского обслуживания 

военнослужащих, которые самостоятельно за медицинской помощью не обращаются, с 
использованием полумарковских случайного процесса. Установлена зависимость 
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коэффициента работоспособности от периодичности проведения диспансерных 
осмотров при различной интенсивности заболеваний, качества диагностирования 
заболеваний, длительности восстановления состояния здоровья и проведения 
профилактических мероприятий. Показано существование оптимального периода 
проведения диспансерных осмотров, при котором достигается максимальное значение 
коэффициента работоспособности. 

Keywords: медицинское обслуживание, коэффициент работоспособности, 
полумарковский случайный процесс. 

 

THE MATHEMATICAL MODEL OF MEDICAL SERVICING OF SERVICEMEN WITH 
THE USE SEMI-MARKOV STOCHASTIC PROCESS THEORY 

 
Vladimir Mirenko * Pyotr Yablonsky **, Yurii Koskov ***, Sergei Litvinko ****  
*National University of Defense of Ukraine, pr-kt Vozduhoflotsky, 28, Kiev, 03049, Ukraine, 
e-mail: mirnenkovi@gmail.com 
Doctor of Technical Sciences, Professor. 
** National University of Defense of Ukraine, pr-kt Vozduhoflotsky, 28, Kiev, 03049, Ukraine, 
Ph.D. 
*** National University of Defense of Ukraine, pr-kt Vozduhoflotsky, 28, Kiev, 03049, Ukraine, 
**** National Military Medical Clinical Center "The Main Military Clinical Hospital", st. 

Hospital, 16, Kiev, 02000, Ukraine, 
e-mail: litvinkosergey@ukr.net 
 
Abstract: The article represents the mathematical model of medical service of servicemen, who 

do not take medical advice themselves. The model based on the semi-Markov stochastic process 
theory. Dependence is established of working-capacity index on periodicity of clinical examinations 
at different intensities of diseases, quality of diseases diagnosticating, duration of health 
recovering and realization of prophylactic measures. Existence of optimal period between clinical 
examinations, with maximal rate of working-capacity index, is shown. 
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